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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА

Внедрение в учебный процесс персональных ЭВМ, обладающих высокими вычислительными и  графическими  возможностями,  позволяет соединить, с одной стороны, этап теоретического анализа при постановке и решении физической задачи с возможностью численного  и графического исследования результатов и, с другой стороны, ввести в рассмотрение ряд задач, представляющих несомненный  физический  и теоретический интерес, но не имеющих аналитического решения. С  развитием  вычислительной техники персональный компьютер во все большей мере становится рабочим инструментом физика.

Целью преподавания дисциплины является фоpмиpование у студентов современных представлений о методах численного решения уравнений в частных производных, формирование навыков исследования на этой основе физических пpоцессов и систем методами вычислительного эксперимента. 

Основными задачами спецкурса являются: формирование у студентов понимания математических основ  компьютеpного моделиpования, знания основных соотношений метода конечных разностей и метода конечных элементов, особенностей применения этих методов для решения физических задач; овладение методами программной реализации расчетных соотношений и проведения численных исследований при решении конкретных физических задач; приобретение навыков компьютерного моделиpования физических полей на основе численного pешения уpавнений в частных пpоизводных.

В первой части дисциплины излагаются методы построения компьютерных моделей систем с распределенными параметрами на основе уравнений в частных производных, алгоритмы численного pешения уpавнений в частных пpоизводных методом конечных pазностей. Вторая часть курса посвящена изучению, и практическому применению метода конечных элементов, который в настоящее время является одним из самых распространенных методов решения прикладных задач. Метод конечных элементов рассматривается в формулировке Галеркина. 
Отличительной особенностью курса является его синтетическая направленность, так как при решении каждой задачи  в компьютерной модели применяются знания по физике, численным методам и работе с прикладными пакетами компьютерных вычислений.

Предполагается, что реализация численных методов будет проводиться в вычислительной среде Mathcad, позволяющей с минимальными затратами времени реализовать вычислительные алгоритмы и, таким образом, в большей степени сосредоточить внимание на изучении их качественных свойств, а также выполнить подробное численного и графическое исследование физических задач. 

В целом содержание данного спецкурса создает необходимую математическую, алгоритмическую и практическую базу для последующего выполнения студентами курсовых и дипломных работ, связанных с компьютерным решением физических задач.

В результате изучения спецкурса студент должен знать:
- постановку краевых задач для одномерных и двумерных уравнений теплопроводности, колебаний, Шредингера, Пуассона;

- способы получения конечно-разностных производных;

- методы перехода к системе конечно-разностных соотношений;

- методы численного решения систем линейных уравнений с трехдиагональной матрицей;
- итерационные методы решения разреженных систем линейных уравнений;
- функции формы одномерных и двумерных конечных элементов;

- методы получения системы линейных уравнений с применением конечных элементов;

Студент должен уметь:
- формулировать математическую модель физической задачи по словесному условию;

- выполнять конечно-разностную или конечно-элементную аппроксимацию уравнений в частных производных;

- выполнять программную реализацию численного решения в системе Mathcad;
- проводить графическое исследование результатов.

При построении и исследовании компьютерных моделей физических процессов и систем используются знания, полученные при изучении предыдущих общих курсов и спецкурсов: «Теоретическая механика», «Программирование и математическое моделирование», «Методы математической физики», «Численные методы».

Дисциплина «Методы конечных разностей и конечных элементов в компьютерном моделировании» изучается студентами 4 курса специальности 1-31 04 01 «Физика (по направлениям) 1-31 04 01-02 (управленческая деятельность) со специализацией 1-31 04 01-02 17 «Компьютерное моделирование физических процессов». 

Общее количество часов  – 138;  аудиторных часов – 70, из них: лекции – 20, практические занятия – 10, лабораторные занятия – 40 часов, самостоятельная управляемая работа студентов  – 6 часов. Форма отчетности – зачет.
СОДЕРЖАНИЕ УЧЕБНОГО МАТЕРИАЛА
РАЗДЕЛ 1. КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ

Тема 1. Постановка краевых задач для основных уравнений в частных производных
Краевые задачи для уравнений в частных производных. Уравнение малых поперечных колебаний струны. Варианты граничных условий. Уравнение малых продольных колебаний стержня. Варианты граничных условий. Одномерная граничная задача как стационарный предел нестационарных уравнений. Уравнения колебаний и теплопроводности на плоскости и в пространстве. Типы краевых задач для уравнения Пуассона. Краевые задачи для уравнения Шредингера. Система безразмерных единиц для уравнения Шредингера.
Тема 2. Конечно-разностные производные

Основные этапы МКР. Вывод первых конечно-разностных производных. Вывод второй конечно-разностной производной. Оценка погрешности конечно-разностной аппроксимации производных. Получение формул для конечно-разностных производных методом неопределенных коэффициентов.
Тема 3. Численное решение граничной задачи для ОДУ-2 методом

конечных разностей

Общая постановка граничной задачи для ОДУ-2. Получение системы линейных уравнений в методе конечных разностей. Общая структура системы линейных уравнений. Основное соотношение метода прогонки. Прямой и обратный ход метода прогонки. Программная реализация метода прогонки в среде Mathcad.
Тема 4. Явные и неявные конечно-разностные схемы для
одномерных  нестационарных УЧП
Пространственно-временная сетка для нестационарной задачи. Представление частных производных в конечно-разностном  виде.  Явная схема для одномерного уравнения теплопроводности. Учет граничных условий. Учет начальных условий. Программная реализация вычислений по явной схеме. Явная схема для одномерного уравнения колебаний. Решение тестовых задач с применением явной разностной схемы. 
Неявные конечно-разностные схемы. Схема Кранка-Николсона. Система сеточных уравнений. Метод прогонки на каждом временном шаге. Программная реализация вычислений.
Сходимость и устойчивость разностных схем. Спектральный метод исследования устойчивости. Условия устойчивости для явных конечно-разностных схем.
Тема 5. Решение уравнения Пуассона на плоскости методом

конечных разностей

Решение задачи Дирихле для прямоугольной области. Получение системы конечно-разностных уравнений. Программная реализация вычислений. Варианты метода итераций решения системы уравнений. Метод верхней релаксации. Учет границ  произвольной формы. Решение уравнения Пуассона для систем с аксиальной симметрией. 
Тема 6. Метод дробных шагов для решения двумерных
нестационарных УЧП
Постановка задачи. Недостатки явных и неявных конечно-разностных схем для двумерных нестационарных задач. Метод расщепления. Расчетные формулы первого полушага по времени. Расчетные формулы второго полушага по времени. Способы организации вычислений и данных для многомерных нестационарных уравнений в частных производных.

Тема 7. Численное решение уравнения Шредингера методом
конечных разностей

Численное решение одномерного стационарного уравнения Шредингера.  Численное решение двумерного стационарного уравнения Шредингера. Методы численного решения одномерного нестационарного уравнения Шредингера. Численное решение двумерного нестационарного уравнения Шредингера. Программная реализация вычислений.
РАЗДЕЛ 2. КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
Тема 1. Функции формы одномерных и двумерных конечных

элементов
Непрерывные функции и КЭ. Классификация КЭ.  Интерполяция Лагранжа и одномерные конечные элементы. Линейные и квадратичные одномерные конечные элементы. Основные свойства функций формы конечных элементов. Структура данных для конечных элементов на плоскости. Функции формы билинейных прямоугольных конечных элементов. Разбиение плоской области на треугольные элементы. Функции формы линейных треугольных конечных элементов. Дифференцирование и интегрирование функций формы.

Тема 2. Решение одномерной граничной задачи методом

конечных элементов 

Формулировка метода взвешенных невязок.  Частные случаи реализации метода взвешенных невязок. Метод Галеркина по системе конечных элементов.  Решение граничных задач МКЭ в формулировке  Галеркина. Программная реализация вычислений. Применение одномерных КЭ высших порядков.

Тема 3.  Решение уравнения Пуассона на плоскости методом

конечных элементов

Слабая формулировка метода Галеркина на плоскости. Получение системы линейных уравнений и построение глобальной матрицы жесткости в методе конечных элементов. Учет граничных условий первого, второго и третьего рода. Применение прямоугольных конечных элементов. Применение треугольных конечных элементов. Программная реализация вычислений.
УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ  КАРТА
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	Всего  часов
	Количество аудиторных

часов
	Материальное обеспечение занятия (наглядные, методические пособия и др.)
	Литература
	Формы  контроля знаний

	
	
	
	лекции
	практические

(семинарские)

занятия


	лабораторные

занятия
	СУРС
	
	
	

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	РАЗДЕЛ 1. КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ
	
	
	
	
	
	
	
	

	1.1
	Тема 1. Постановка краевых задач для основных уравнений в частных производных
1 Уравнение малых поперечных колебаний струны. 
2 Уравнение малых продольных колебаний стержня.
3 Варианты граничных условий.
4 Типы краевых задач для уравнения Пуассона.
5 Краевые задачи для уравнения Шредингера.
	2
	2
	-
	-
	-
	
	[1]

[4]

[6]
[9]
[13]

[14]
	

	1.2
	Тема 2. Конечно-разностные производные

1 Вывод первых конечно-разностных производных.
2 Вывод второй конечно-разностной производной.
3 Оценка погрешности конечно-разностной аппроксимации производных.
4 Получение формул для конечно-разностных производных методом неопределенных коэффициентов
	4
	2
	-
	2
	2
	Дисплейный класс
	[1]

[2]

[4]
[9]
	Защита отчетов по лабораторным работам

	1.3
	Тема 3. Численное решение граничной задачи для ОДУ-2 методом конечных разностей

1 Получение системы линейных уравнений в методе конечных разностей.
2 Общая структура системы линейных уравнений.
3 Прямой и обратный ход метода прогонки.
4 Программная реализация метода прогонки в среде Mathcad. 

	8
	2
	2
	4
	-
	Дисплейный класс
	[2]

[4]

[5]
[8]
	Защита отчетов по лабораторным работам

	1.4
	Тема 4. Явные и неявные конечно-разностные схемы для одномерных  нестационарных УЧП
1 Явная схема для одномерного уравнения теплопроводности.
2 Явная схема для одномерного уравнения колебаний.
3 Схема Кранка-Николсона.
4 Спектральный метод исследования устойчивости. 

	12
	2
	2
	8
	-
	Дисплейный класс
	[1]

[2]

[4]
[5]

[9]

[10]

[15]

	Защита отчетов по лабораторным работам

	1.5
	Тема 5. Решение уравнения Пуассона на плоскости методом конечных разностей

1 Решение задачи Дирихле для прямоугольной области.
2 Варианты метода итераций решения системы уравнений.
3 Учет границ  произвольной формы.
4 Решение уравнения Пуассона для систем с аксиальной симметрией.

	10
	2
	2
	6
	-
	Дисплейный класс
	[1]

[2]

[4]
[5]

[9]

[10]
[15]
	Защита отчетов по лабораторным работам

	1.6
	Тема 6. Метод дробных шагов для решения двумерных нестационарных УЧП
1 Недостатки явных и неявных конечно-разностных схем для двумерных нестационарных задач.
2 Метод расщепления. 
3 Расчетные формулы первого полушага по времени.
4 Расчетные формулы второго полушага по времени.

	6
	2
	-
	4
	
	Дисплейный класс
	[1]

[2]

[4]
[5]

[9]

[10]

	Защита отчетов по лабораторным работам

	1.7
	Тема 7. Численное решение уравнения Шредингера методом конечных разностей

1 Численное решение одномерного стационарного уравнения Шредингера.
2 Численное решение двумерного стационарного уравнения Шредингера.
3 Методы численного решения одномерного нестационарного уравнения Шредингера.
4 Численное решение двумерного нестационарного уравнения Шредингера.
	10
	2
	2
	6
	-
	Дисплейный класс
	[1]

[2]

[6]

	Защита отчетов по лабораторным работам

	2
	РАЗДЕЛ 2. КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

	2
	2
	-
	-
	-
	
	[3]

[9]

[11]
[12]
	

	2.1
	Тема 1. Функции формы одномерных и двумерных конечных элементов

1 Линейные и квадратичные одномерные конечные элементы. 
2 Основные свойства функций формы конечных элементов.
3 Функции формы билинейных прямоугольных конечных элементов.
4 Функции формы линейных треугольных конечных элементов. 
	6
	2
	2
	2
	-
	Дисплейный класс
	[3]

[9]

[11]
[12]
	Защита отчетов по лабораторным работам

	2.2
	Тема 2. Решение одномерной граничной задачи методом конечных элементов 

1 Формулировка метода взвешенных невязок.
2 Метод Галеркина по системе конечных элементов.
3 Решение граничных задач МКЭ в формулировке  Галеркина.
4 Программная реализация вычислений.
	4
	2
	-
	2
	2
	Дисплейный класс
	[3]

[9]

[11]

	Защита отчетов по лабораторным работам

	2.3
	Тема 3.  Решение уравнения Пуассона на плоскости методом конечных элементов

1 Слабая формулировка метода Галеркина на плоскости.
2 Получение системы линейных уравнений и построение глобальной матрицы жесткости в методе конечных элементов.
3 Учет граничных условий первого, второго и третьего рода.
4 Программная реализация вычислений.
	8
	2
	-
	6
	2
	Дисплейный класс
	[3]

[9]

[11]
[12]
	Защита отчетов по лабораторным работам

	
	Всего часов за 4 семестр
	70
	20
	10
	40
	6
	
	
	


ИНФОРМАЦИОННО-МЕТОДИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Перечень практических занятий

1. Программная реализация метода прогонки

2. Исследование устойчивости конечно-разностных схем для нестационарных УЧП.

3. Программная реализация решения уравнения Пуассона методом конечных разностей.

4. Программная реализация решения уравнения Шредингера методом конечных разностей.

5. Функции формы одномерных и двумерных конечных элементов

Перечень лабораторных занятий

1. Численное исследование конечно-разностных производных
2. Разработка и отладка программного блока по методу прогонки

3. Численное решение граничной задачи для ОДУ-2 методом конечных разностей
4. Решение одномерного уравнения колебаний по явной конечно-разностной схеме

5. Решение одномерного уравнения теплопроводности по явной конечно-разностной схеме

6. Решение одномерного уравнения теплопроводности методом Кранка-Николсона

7. Численное решение физических задач на основе уравнений колебаний и теплопроводности

8. Разработка и отладка программного блока для решения уравнения Пуассона методом конечных разностей

9. Исследование эффективности метода ускоренной верхней релаксации

10. Численное решение физических задач на основе уравнения Пуассона 
11. Разработка и отладка программного блока для решения уравнений теплопроводности и колебаний на плоскости

12. Численное решение физических задач для уравнений теплопроводности и колебаний на плоскости.

13. Решение одномерного стационарного уравнения Шредингера методом конечных разностей.

14. Решение одномерного нестационарного уравнения Шредингера методом конечных разностей.

15. Решение двумерного стационарного уравнения Шредингера методом конечных разностей.

16. Графическое исследование функций формы одномерных и двумерных конечных элементов
17. Решение одномерной граничной задачи методом конечных элементов
18. Разработка и отладка программного блока для решения уравнения Пуассона на плоскости методом конечных элементов

19. Разработка и отладка программного блока для решения уравнения Пуассона в цилиндрических координатах

19. Решение физических задач для стационарных систем методом конечных элементов

Рекомендуемые формы контроля знаний

1. Текущий опрос на практических занятиях

2. Защита отчетов по лабораторных работам
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